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หมายเหตุ   
1. ขอ้สอบมีทั้งหมด  11 ขอ้ในกระดาษค าถามค าตอบจ านวน  9 แผน่  9 หนา้     คะแนนเตม็ 95 คะแนน 

2. ไม่อนุญาตใหน้ าต าราและเคร่ืองค านวณต่างๆ ใดๆ เขา้หอ้งสอบ 

3. เขียนตอบในกระดาษขอ้สอบชุดน้ี  (ถา้เน้ือท่ีไม่พอ ให้เขียนต่อเฉพาะท่ีหนา้หลงัของกระดาษค าถามแผน่นั้น) 
4. ควรเขียนตอบดว้ยลายมือท่ีอ่านง่ายและชดัเจน 

5. หา้มการหยบิยมืส่ิงใดๆ ทั้งส้ิน จากผูส้อบอ่ืนๆ เวน้แต่ผูคุ้มสอบจะหยบิยมืให ้

6. หา้มน าส่วนใดส่วนหน่ึงของขอ้สอบออกจากหอ้งสอบ  ขอ้สอบเป็นทรัพยสิ์นของราชการซ่ึงผูล้กัพาอาจมีโทษทางคดีอาญา 
7. ผูท่ี้ประสงคจ์ะออกจากหอ้งสอบก่อนหมดเวลาสอบ แต่ตอ้งไม่นอ้ยกวา่ 45 นาที  
8. เม่ือหมดเวลาสอบ ผูเ้ขา้สอบตอ้งหยดุการเขียนใดๆ ทั้งส้ิน  
9. ผูท่ี้ปฏิบติัเขา้ข่ายทุจริตในการสอบ ตามประกาศคณะวศิวกรรมศาสตร์  

มโีทษ คอื ได้รับ สัญลกัษณ์ F ในรายวชิาทีทุ่จริต และพกัการศึกษาอย่างน้อย 1 ภาคการศึกษา 

 

รับทราบ 

 

ลงช่ือนิสิต (……………………..…….) 
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1 (5 คะแนน)  จงเขยีนล ำดับของชื่อเส้นเชื่อมที่ถูกเลือกให้เป็นส่วนหนึ่งของ minimum spanning tree ด้วยกำรใช้ 
Kruskal's algorithm กับกรำฟข้ำงล่ำงนี้  (ไม่ต้องแสดงวิธที ำ) 

 

 

 

………………………………………………………………………………………………… 

 

2  (15 คะแนน) จงระบวุ่ำ ข้อย่อยต่อไปนี้ข้อใดถูก ข้อใดผิด (ไม่ตอ้งอธิบำยที่มำของค ำตอบ เขียนตอบแค่ถูกหรือผิด)  

1) …… อัลกอริทึมของ Floyd-Warshall อำศัยกำรแก้ปญัหำแบบ dynamic programming  

2) …… อัลกอริทึมของ Prim, Kruskal, และ Dijkstra ล้วนจัดเป็น greedy algorithm ทั้งส้ิน 

3) ……  Depth-first search หำวิถีส้ันสุดระหว่ำงคู่ปมคูห่นึ่งในกรำฟที่เส้นเชื่อมยำวเท่ำกันหมดได้ในเวลำ O(v + e)  

4) …… เรำสำมำรถใช้อำเรย์ 2 มิติขนำด 10×10 เพื่อแทน simple undirected graph ที่มี 10 ปม เส้นเชื่อม 40 เส้นได้ 

5) …… ถ้ำ G เป็น directed graph   เรำสำมำรถหำ topological sort ของกรำฟ G ได้  

6) …… กำรใช้ depth-first search เพื่อแวะผ่ำนทุก ๆ ปมในกรำฟ จะใช้เวลำ (แบบ asymptotic) น้อยกว่ำกำรใช้  
breadth-first search 

7) …… ปัญหำ 0/1 Knapsack ที่ใช้กับกำรเลือก/ไม่เลือก ของ 5 ชิ้นใสถุ่ง จะมี solution states จ ำนวน 52
 = 25 states 

8) …… ไม่ว่ำจะใช้ breadth-first search หรือ depth-first search เพื่อหำค ำตอบของปัญหำ 0/1 Knapsack  ก็ต้อง
วิ่งพิจำรณำทุกปมใน state space 

9) …… ปัญหำของน้องมะนำว คือ “กรำฟ G มี path จำกปม s ถึง t ที่มรีะยะทำงรวมไม่เกิน k หรือไม ่?”  คิดสักครู่ 
มะนำวก็สรุปว่ำ ปญัหำนีง้่ำยมำกใช้ Bellman-Ford  ปัญหำของน้องมะนำวจึงไมจ่ัดอยู่ในกลุ่มปัญหำ NP 

10) …… กำรพิสูจน์ได้ว่ำ P = NP เป็นจริง  ย่อมสะเทือนวงกำรอัลกอริทึมมำกกว่ำ กำรพิสูจน์ได้ว่ำ P  NP เป็นจริง 

11) …… ปัญหำทีถ่ำมว่ำ “กรำฟ G เป็น DAG หรือไม”่ เป็นปัญหำในกลุ่ม  NP-complete 

12) …… เรำเรียก decision-problem  q ว่ำ เป็น NP-complete ก็ต่อเมื่อทุก ๆ ปญัหำใน NP สำมำรถลดรูป 
(reduce) ไปเป็นปัญหำ q ได ้

13) …… ทุกปัญหำใน P มีอัลกอริทึมหำค ำตอบได้ใน polynomial time ดังนั้น ปัญหำใน P จึงมีควำมง่ำยเท่ำกันหมด 

14) …… ปัญหำใน NP ที่ไม่อยูใ่น P ก็ต้องเป็น NP-complete 

15) …… หำกมวีิธี reduce (ในเวลำ polynomial) ปัญหำ S ไปเป็นปัญหำ q  สรุปได้ว่ำ ปัญหำ S ไม่ง่ำยกว่ำปัญหำ q 
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3 (5 คะแนน)  ปัญหำ graph isomorphism ถำมว่ำ กรำฟ G และ H ที่ได้รับ มีลักษณะทำงโครงสร้ำงเหมือนกันหรือไม่  
(เหมือนกันแบบจุดและเส้นเชื่อมคล้องจองกันจุดต่อจุดและเส้นต่อเส้น โดยกำรเชื่อมต่อของจุดและเส้นเชื่อมที่คล้องจองกัน
ต้องเหมือนกัน) ตัวอย่ำงเช่น กรำฟสองรูปทำงซ้ำยเหมือนกัน ในขณะที่สองกรำฟทำงขวำไม่เหมือนกัน 
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 จงแสดงให้เห็นจริงว่ำ ปญัหำ graph isomorphism จัดอยู่ในปญัหำประเภท NP  โดยกำรเขียนตัว verifier ที่ตรวจ

ค ำตอบ yes ของปัญหำนีใ้หไ้ด้ใน polynomial time 

isValidIsomorphic( G[1..n][1..n], H[1..m][1..m], g2h[1..n] ) { 

// G และ H เป็น adjacency matrices ของกราฟ 

//   ถา้มเีสน้เชือ่มระหวา่งจุด i กับ j ในกราฟ ชอ่งที ่[i][j] มคีา่เป็น 1, ไมเ่ชน่นัน้ มคีา่เป็น 0 

// g2h[k] เก็บหมายเลขจุดของกราฟ H ทีเ่ทยีบไดก้ับจุด  k ของกราฟ G 

 

if (n != m ) return false; 

for (i = 1 to n) { 

  for (j = 1 to n) { 

     if (G[i][j] != H[g2h[i]][g2h[j]]) return false; 

  } 

} 

return true; 

 

 

 

 

4 (5 คะแนน)  Eulerian graph คือ undirected connected graph ที่แต่ละ vertex มีเส้นเชื่อมต่ออยู่เป็นจ ำนวนคู ่จงเขียน 
pseudo-code ข้ำงล่ำงนี้ให้สมบรูณ์ เพื่อตรวจสอบว่ำ กรำฟที่ไดร้ับ (ในรูปแบบ adjacency matrix) เป็น Eulerian 

graph หรือไม ่ (ให้ถือว่ำ กรำฟที่รับมำเป็น undirected connected graph แน่ๆ) 

     isEulerianGraph( G[1..n][1..n] ) { 

// ใหถ้อืวา่ G ทีรั่บมาเป็น undirected connected graph 

// G[i][j] = 1 แทนการมเีสน้เชือ่มระหวา่งปม i กบั j  ถา้เทา่กบั 0 แทนการไมม่เีสน้เชือ่ม 

 

  for (i = 1 to n) { 

    sumDegree = 0; 

    for (j = 1 to n) { 

       if ( G[i][j] == 1 ) sumDegree++; 

    } 

    if ( sumDegree % 2 == 1 ) return false; 

  } 

  return true; 

 

} 
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5 (10 คะแนน) ปัญหำกำรทอนเหรียญ ถำมว่ำ จะทอนเหรยีญให้ไดมู้ลค่ำรวมเท่ำกบั V ด้วยเหรียญมูลค่ำต่ำงๆ ทีม่ีจำกเซต 
C = { c1, c2, …, cn } อย่ำงไร ให้ได้เหรียญจ ำนวนน้อยสุด (ก ำหนดให้เรำมีเหรยีญมูลค่ำต่ำงๆ อยู่จ ำนวนไม่จ ำกัด)  

ก. ปัญหำกำรทอนเงินไม่สำมำรถใช้ greedy กับเซต C ไดทุ้กรูปแบบ (บำงแบบก็ได้จ ำนวนเหรียญน้อยสุด บำงแบบก็
ไม่ได้) อย่ำงไรกต็ำม ในข้อนี้ จงออกแบบ greedy อัลกอริทึมเขียนบรรยำยด้วย pseudo code  ตำมข้อก ำหนดข้ำงล่ำง
นี้  (ถึงแมว้่ำจะไม่สำมำรถได้จ ำนวนเหรียญน้อยสุดทุกกรณี แตก่็น่ำจะได้ "น้อยๆ" และน้อยสุดได้ในบำงกรณี)  

 
coinChange( V, C[1..n] , X[1..n] ) { 

   // V คอืมลูคา่ทีต่อ้งการแลกเป็นเหรยีญ 

   // C คอือาเรยเ์ก็บมูลคา่ของเหรยีญแตล่ะชนดิทีม่ ี(ม ีn ชนดิ) โดย C[1] < C[2] < … < C[n] 

   // X คอือาเรยเ์ก็บผลลัพธข์องการทอนเหรยีญ โดย X[k] เก็บจ านวนเหรยีญทีท่อนชนดิที ่k  

   // เชน่ V = 14, C = [1,2,5,10], จะได ้X = [0,2,0,1]  

   //     คอืทอนเหรยีญ 2 สองเหรยีญ และเหรยีญ 10 หนึง่เหรยีญ 

   
   
  for (k = n downto 1) { 
    if ( V > C[k] ) { 

      X[k] = int( V / C[k] ); 

      V -= X[k] * C[k]; 

    } 

  } 

 

  

} 

ข. จงยกตัวอย่ำงเซต C  มูลค่ำ V และค ำตอบที่ coinChange ที่เขียนในข้อ ก หำแล้วจะไม่ไดจ้ ำนวนเหรยีญน้อยสุด 

 

 

 

 

ค. อยำกทรำบว่ำ หำกน ำจ ำนวนเหรียญที่ไดจ้ำกวธิีที่ได้น ำเสนอมำในข้อ ก (ซึ่งคือผลรวมของทุกชอ่งในอำเรย์ X) มำเป็น 
cost ในกำรค้นค ำตอบแบบ least cost search จะไดจ้ ำนวนเหรียญที่น้อยที่สุดหรือไม่ จงอธิบำยพร้อมกับใชต้ัวอย่ำงที่
เขียนตอบในข้อ ข วำดเป็นปมตำ่งๆ (กับ cost) ระหว่ำงกำรค้นด้วย least cost search ประกอบ 
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6 (10 คะแนน)   ก ำหนดให้ "ล ำดับไม่ลด"  คือ ล ำดับของจ ำนวนเต็มบวก A = < a1, a2, ..., ak > โดยที่ a1  a2  ...  ak 

อยำกทรำบว่ำมี "ล ำดับไม่ลด" ใดบ้ำงที่ผลรวมของสมำชิกในล ำดับมีค่ำเท่ำกับ N ตัวอย่ำงเช่น ให้ N = 3 ล ำดับไม่ลดที่มี
ผลรวมเป็น 3 ได้แก่ <1,1,1>, <1,2> และ <3>  

ก. จงเขยีน State Space Tree ของกำรแจกแจง "ล ำดับไม่ลด" ทั้งหมดทีผ่ลรวมเป็น N = 4 

 

 

 

ข. จงเขยีน pseudo code เพื่อ print  "ล ำดับไม่ลด" ทั้งหมด จำกค่ำ N ที่ได้รับ  โดยใช ้depth first search ค้นใน state 

space tree ในลักษณะที่น ำเสนอในข้อ ก  จำกค่ำ N ที่ได้รับ 

 

showAllNonDecreasingSumToN(  N  ) { 

  showAll( N, new Array of size N, 0 ) 

} 

showAll(N, x[1..N], m) { 

  if ( ∑      
    == N) { 

     print( x )  

  } else { 

     for (i = (m==0 ? 1 : x[m]) to N) { 

       x[m+1] = i 

       showAll( N, x, m+1 ) 

     } 

  } 

} 
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7 (5 คะแนน)  ให้ G เป็น simple undirected graph  ที่มี v ปม และ e เส้น  กำรท ำ depth first search (DFS) ใน G  (ที่
แทนด้วย adjacency list) ย่อมใช้เวลำ (v+e)   ดังนั้นกำรใช ้DFS เพื่อตรวจว่ำ G มี cycle หรือไม่ จึงสำมำรถตรวจได้
ในเวลำ O(v+e)    จงแสดงให้เห็นจริงว่ำ แท้จริงแล้ว กำรใช้ DFS เพื่อตรวจว่ำ G มี cycle หรอืไม่นั้น ใช้เวลำเพียง O(v)  
(ข้อแนะน ำ: แยกแสดงสองกรณี: กรณีที่ G มี cycle กับ กรณีที่ G ไม่มี cycle)  

ถ้ำกรำฟไมม่ีวงจร จะได้ e < v  จึงใช้เวลำท ำงำน O(v+e) ซึ่งกค็ือ O(v)  

แต่ถ้ำกรำฟมีวงจร วงจรในกรำฟย่อมประกอบดว้ยเส้นเชื่อมอยำ่งมำก v เส้น ดังนั้น DFS ย่อมต้องพบ back edge (หรือ
พบปมสีเทำ) แน่นอนหลังจำกพจิำรณำเส้นเชื่อมไม่เกิน v เส้น  ดังนั้นสรุปได้ว่ำ กำรตรวจว่ำกรำฟแบบ undirected มี
หรือไมม่ีวงจร จึงสำมำรถท ำงำนได้ใน O(v) ด้วยกำรท ำ DFS 

 

 

 

8  (10 คะแนน)  ให้ G เป็นกรำฟที่แทนด้วย adjacency matrix ขนำด n  n   สมมติว่ำ เรำได้หำ all-pair shortest paths 

ของ G ได้ควำมยำวของ shortest paths ของทุกคู่ เก็บในเมทรกิซ์ D (ซึ่งก็มีขนำด n  n เช่นกัน โดยที่ D[i][j] เก็บ
ระยะทำงของเส้นทำงสั้นสุดจำกจุด i ไปยังจุด j ของ G)     หำกเรำเพิ่มเส้นเชื่อมเส้นใหมใ่น G  กำรปรับค่ำ all-pair 

shortestes paths ใน D หลังเพิม่เส้นเชื่อมใหม่นี้จะท ำได้อย่ำงไรในเวลำ O(n
2
)  ? 

ให้นิสิตเขยีนรหัสเทียม  UpdateAllPairShortestPath( D,n,a,b,w )  เพื่อปรับค่ำใน D หลังเพิม่เส้นเชื่อม
ใหม่จำกจุด a ไป b ที่มีควำมยำว w  (ค ำตอบที่ยอมรับไดจ้ะต้องใช้เวลำในกำรท ำงำนไม่ช้ำกว่ำ O(n

2
) )  

UpdateAllPairShortestPath( D, n, a, b, w )  { 
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9 (10 คะแนน) ใหคุ้ณเป็น project manager ของบรษิัทซอฟตแ์วร์ยักษใ์หญ่แห่งหนึง่ คุณเพิ่งรับโปรเจคขนำดใหญ่ที่
ประกอบด้วยส่วนของโปรแกรมย่อยๆ ทั้งหมด n ส่วน โดยส่วนที่ k  (1  k  n) จะต้องใช้เวลำในกำรท ำ tk วัน และคุณก็มี 
deadline ว่ำต้องท ำโปรเจคนีใ้หเ้สร็จภำยในเวลำ x วัน ค ำถำมในข้อนี้คือ คณุจะต้องใช้โปรแกรมเมอร์ อย่ำงน้อยที่สุดกี่คน 
เพื่อที่จะสำมำรถท ำทุกส่วนให้เสร็จตำมก ำหนด  

ในข้อนี้ โปรแกรมเมอร์ทุกคนสำมำรถท ำส่วนของโปรแกรมใดก็ได้ ส่วนใดก่อนหรือหลังก็ได้ แตม่ขี้อแมว้่ำ แต่ละส่วนต้องท ำ
โดยโปรแกรมเมอร์เพียงคนเดียว (ไม่สำมำรถช่วยเหลือกันได้) โปรแกรมเมอร์ทุกคนสำมำรถเร่ิมงำนได้ทันที และ เมื่อ
โปรแกรมเมอร์ท ำส่วนของโปรแกรมใดเสร็จแล้ว ก็จะสำมำรถเร่ิมท ำส่วนอ่ืนได้ทันท ี (สรุปอีกครั้งว่ำ โปรแกรมเมอร์หนึ่งคน
รับท ำงำนได้หลำยส่วน แตห่นึ่งส่วนของโปรแกรมต้องให้โปรแกรมเมอร์หนึง่คนท ำเท่ำนั้น) 

เน่ืองจำกคุณไดเ้รียนวชิำอัลกอริทึมมำแล้ว คุณจึงดูออกทันทวี่ำ สำมำรถใช้ Branch and Bound ในกำรแก้ปญัหำนีไ้ด ้ 
ค ำถำมคือ จะหำ lower bound ของจ ำนวนโปรแกรมเมอร์ที่จะต้องใช้อย่ำงไร ?  

จงเตมิรหัสเทียมในช่องว่ำงเพื่อหำ lower bound ของจ ำนวนโปรแกรมเมอร์ที่ต้องใชใ้นกำรท ำส่วนที่ j ถึงส่วนที่ n ใหเ้สร็จ
ภำยในเวลำ q วัน และเขยีนค ำอธิบำยประกอบด้ำนล่ำงด้วย  (lower bound ของคุณจะต้องไมใ่ช่ค่ำคงที่ และใช้เวลำใน
กำรค ำนวนไม่เกิน O(n) และคุณจะได้คะแนนตำมคุณภำพของ lower bound ที่ระบุ) 

 
ComputeLowerBoundOfNumProgrammers( t[1..n], j, n, q ) { 

 // คนืจ านวนโปรแกรมเมอรน์อ้ยสดุในการท าสว่นที ่j ถงึ n ใหเ้สร็จภายใน  q วนั 

  //  โดยสว่นที ่k ใชเ้วลา  t[k] วนัในการพัฒนา (โดยโปรแกรมเมอรค์นใดก็ได)้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

} 

 

ค ำอธิบำย 
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10 (10 คะแนน)   มีงำนอยู่ n งำนที่ต้องกำรใชห้้องจัดงำนห้องเดียวกัน แต่ละงำนมีหมำยเลขก ำกับ (1,2,…, n) โดยงำนที่ i 
ต้องกำรเร่ิมใชห้้อง ณ เวลำ si และใช้ห้องเสร็จ ณ เวลำ fi  ปัญหำ Activity Selection (ที่ได้เรียนมำ) ถำมว่ำ จะเลือกงำน
ใดบ้ำงจำก n งำน ให้ไดจ้ ำนวนงำนมำกที่สุด และไม่มงีำนที่ถูกเลือกใดใชห้้องในเวลำซ้อนเหล่ือมกันเลย   

เรำหำค ำตอบของปัญหำนี้ได้ด้วยอัลกอริทึมแบบละโมบ เขยีนเป็นรหัสเทียมได้ดังนี้  
GreedyActivitySelect( A[1..n] )   

  // A เก็บงาน n งาน  โดยที่  A[i].s คือเวลาที่งาน i เร่ิม    และ A[i].f คือเวลาที่งาน i เลิก 

  sort A by finished times  //  <------------------ 

  X = {1} 

  last_index = 1 

  for (i = 2; i <= n; i++) { 

    if ( A[i].s >= A[last_index].f )  { 

      X = X U { i } 

      last_index = i 

    } 

  } 

  return X 

} 

เวลำส่วนใหญข่องอัลกอริทมึนี้ใช้ไปกับกำรเรียงข้อมูล O(n log n) อย่ำงไรก็ตำม ถ้ำ A นั้นถูกเรียงมำแล้ว ก็น่ำจะออกแบบ

อัลกอริทึมที่มีประสิทธิภำพดีกวำ่ จงเขยีนรหัสเทียมส ำหรับแก้ปญัหำนี้ ก ำหนดให้ A ถูกเรียงมำเรียบร้อยแล้ว แต่เรียงตำม

เวลำเริ่ม ไมใ่ช่เวลำส้ินสุด  โดยรหัสเทียมที่นิสิตจะเขียนต้องใช้เวลำเป็น O(n) 

GreedyActivitySelect( A[1..n] ) { 
     // A เก็บงำน n งำน  โดยที่  A[i].s คือเวลำที่งำน i เริ่ม    และ A[i].f คือเวลำที่งำน i เลิก 
   // งำนใน A ถูกเรียงแล้วตำมเวลำ "เริ่ม" จำก น้อยไปมำก A[1].s  A[2].s  ...  A[n].s 
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11 (10 คะแนน)  ก ำหนดให้ปัญหำกำรเดินทำงในตำรำงเป็นดงันี้  

 มีห้องส่ีเหลีย่มจัตุรัสขนำดเท่ำกนัหมด เรียงต่อกันเป็นตำรำงจ ำนวน n  m ห้อง  

 แต่ละห้องมีพิกัด (x,y) ก ำกับ  โดยห้องมุมซ้ำยบนคือ (1,1) และห้องมมุขวำล่ำงคือ (n,m)   

 เรำสำมำรถเดินจำกห้อง (x,y) ไปยังห้องสี่ห้องที่อยู่ติดกันได ้คือห้อง (x+1, y), (x – 1, y), (x, y+1) และ (x, y – 1)  

(ยกเว้นกรณีที่อยูท่ี่ขอบตำรำงอำจเดินไปบำงทศิไมไ่ด้)   

 ในแต่ละห้องมีส่ิงกีดขวำงท ำใหต้้องเสียเวลำเดินผ่ำนห้อง (x,y) เป็นเวลำ T[x][y] วินำที  สมมติว่ำอยู่ทีห่้อง (1,1) เดิน

ไปยัง (2,3) ด้วยล ำดับ (1,1)  (1,2)  (2,2)  (2,3) ใชเ้วลำรวมเป็น T[1][2] + T[2][2] เพรำะผ่ำนห้อง (1,2) 

กับ (2,2)  ไม่นับห้องต้นทำงกบัห้องปลำยทำง 

จงออกแบบอัลกอริทึมเพื่อหำระยะเวลำน้อยสุดที่ต้องใชใ้นกำรผำ่นส่ิงกีดขวำงทัง้หมด ในกำรเดินทำงจำกห้อง (1,1) ไปยัง
ห้อง (n,m)  เพื่อควำมง่ำย นิสิตต้องแก้ปัญหาน้ีโดยการเรียกใช้อัลกอริทมึของ Dijkstra  ก ำหนดใหม้ีฟงัก์ชัน 
Dijkstra(k, G[1..k][1..k], s, D[1..k]) ส ำหรับกำรหำ shortest path บน directed graph ที่มี k ปม 
โดยเริ่มจำกปม s  ในกรำฟ G ที่แทนด้วย adjacency matrix (G[a][b] เก็บควำมยำวของเส้นเชื่อมจำกปม a ไปยังปม 
b,  G[a][b] =  แทนกรณีไม่มีเส้นเชื่อม)  ฟังกช์ันน้ีให้ผลลัพธ์กลับมำทีต่ัวแปร D โดยที่ D[i] เก็บระยะทำงสั้นสุด
จำก s ไปยัง i (ถือว่ำ ฟงักช์ัน Dijkstra ข้ำงต้นน้ีมใีหใ้ช้แล้ว เรียกใชไ้ด้เลย ไมต่้องเขยีนรำยละเอียดภำยใน) 

 


