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ชื่อ-นามสกุล................................………......................เลขประจ าตัว...…….........…......…......ตอนเรยีนที่…….….เลขที่ใน CR58.……... 

หมายเหตุ      

1. ข้อสอบมีทั้งหมด 10 ข้อ ในกระดาษค าถามค าตอบ 8 หน้า  

2. ไม่อนุญาตให้น าต าราและเอกสารใดๆ เข้าในห้องสอบ  

3. ไม่อนุญาตให้ใช้เคร่ืองค านวณใดๆ 

4. ห้ามการหยิบยืมสิ่งใดๆ ทั้งสิ้น จากผู้สอบอ่ืนๆ เว้นแต่เจ้าหน้าที่ควบคุมการสอบจะหยิบยืมให้ 

5. ห้ามน าส่วนใดส่วนหนึ่งของข้อสอบและสมุดค าตอบออกจากห้องสอบ   

6. ผู้เข้าสอบสามารถออกจากห้องสอบได้ หลังจากผ่านการสอบไปแล้ว 45 นาที 

7. เม่ือหมดเวลาสอบ ผู้เข้าสอบต้องหยุดการเขียนใดๆ ทั้งสิ้น  

8. นิสิตกระท าผิดเก่ียวกับการสอบ ตามข้อบังคับจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย มีโทษ คือ พ้นสภาพการเป็นนิสิต หรือ ได้รับ 

สัญลักษณ์ F ในรายวิชาท่ีกระท าผิด และอาจพิจารณาให้ถอนรายวิชาอ่ืนท้ังหมดท่ีลงทะเบียนไว้ในภาคการศึกษาน้ี 

 

 

 

 

   

 

* ร่วมรณรงค์การไม่กระท าผิดและไม่ทุจริตการสอบท่ีคณะวิศวกรรมศาสตร์ * 

 

                    ข้าพเจ้ายอมรับในข้อก าหนดท่ีกล่าวมาน้ี ข้าพเจ้าเป็นผู้ท าข้อสอบน้ีด้วยตนเองโดยมิได้รับการช่วยเหลือ หรือให้ความ

ช่วยเหลือ ในการท าข้อสอบน้ี       

 

             ลงชื่อนิสิต.............................................................. 

             วันที่........................................................................ 

 
 
 
 
  

ห้ามนิสิตพกโทรศัพท์และอุปกรณ์สื่อสารไว้กับตัวระหว่างสอบ  หากตรวจพบจะถือว่า

นิสิตกระทำผิดเกี่ยวกับการสอบ อาจต้องพ้นสภาพการเป็นนิสิต หรือ ให้ได้รับ F และ

อาจพิจารณาให้ถอนรายวิชาอื่นทั้งหมดทีล่งทะเบียนไว้ในภาคการศึกษาน้ี 

• ใช้ดินสอเขียนค าตอบได้ 
• ให้เขียนเลขท่ีในใบเซ็นชื่อเข้าสอบทุกหน้า 
• หากพ้ืนท่ีส าหรับเขียนค าตอบไม่เพียงพอ ให้เขียนไว้ด้านหลังของหน้าน้ัน ห้าม

เขียนข้ามไปหนา้อ่ืน และให้ระบุไว้ในพ้ืนท่ีส าหรับเขียนค าตอบว่า “มีต่อ
ด้านหลัง” 



 

หน้าที่ 2 เลขประจ าตัว ห้องสอบ.....................เลขที่ในใบเซน็ช่ือเขา้สอบ   

1. (5 คะแนน) จงวิเคราะห์ประสิทธิภาพในการท างานโดยให้ระบุสัญกรเชิงเส้นก ากับที่ถูกต้องเหมาะสม จาก Recurrence Relation ที่
ระบุเวลาในการท างานในแต่ละข้อต่อไปนี้ โดยทุกข้อก าหนดให้ T(n) = 1 เม่ือ n<= 1 

ข้อย่อย Recurrence Relation สัญกรเชิงเส้นก ากับ 

1 𝑇(𝑛) = 8𝑇(𝑛/8) + 𝑛3  

2 𝑇(𝑛) = 2𝑇(𝑛 − 2) + 𝑛  

3 𝑇(𝑛) = 𝑛𝑇(𝑛 − 1) + 1  

4 𝑇(𝑛) = 4𝑇(𝑛/2) + 𝑛3  

5 𝑇(𝑛) = 4𝑇(𝑛/2) + 𝑛2  

2. (5 คะแนน) ส่วนของโปรแกรมต่อไปนี้พยายามที่จะเรียงข้อมูลในอาเรย์ A[1..n] แต่มีจุดที่ท างานผิดอยู่ จงอธิบายว่า 1) จุดที่ผิดคือ
จุดใดบ้าง 2) ผิดอย่างไร และ 3) ต้องแก้ไขจุดดังกล่าวอย่างไรให้ท างานได้ถูกต้อง 

ส่วนของโปรแกรม ค าตอบ 

1:   def my_sort(A[1..n]) 
2:     if (n > 1) 
3:       x = A[n] 
4:       i = n 
5:       while (A[i] > x)  
6:         A[i+1] = A[i] 
7:         i = i - 1 
8:       end 
9:       A[i] = x 
10:    else 
11:      my_sort(A[1..n-1]) 
12:    end 
13:  end 

 

3. (6 คะแนน) จาก Recurrence Relation ต่อไปนี้จงวาด Recursion Tree โดยให้ระบุปริมาณภาระจริงที่เกิดข้ึนของแต่ละปมไว้ในปม
ดังกล่าว โดยต้นไม้ที่เขียนข้ึนจะต้องมีความลึกไม่น้อยกว่า 3 ชั้น พร้อมทั้งให้ระบุผลรวมของภาระจริงที่เกิดข้ึนในแต่ละชั้นด้วย 

ข้อย่อย Recurrence Relation Recursion Tree 

1 𝑇(𝑛) = 2𝑇(𝑛/2) + 𝑛2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 𝑇(𝑛) = 3𝑇(𝑛/2) + log 𝑛  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 



 

หน้าที่ 3 เลขประจ าตัว ห้องสอบ.....................เลขที่ในใบเซน็ช่ือเขา้สอบ   

4. (8 คะแนน) จาก Recurrence Relation ต่อไปนี้ จงเขียนโปรแกรม (ด้วยภาษาใดที่เคยเรียนมาก็ได้) เพ่ือค านวณค่าของ Recurrence 
Relation ที่ก าหนดให้ โดยใช้วิธีการแบบ Dynamic Programming ในรูปแบบ Bottom Up พร้อมทั้งระบุประสิทธิภาพในการท างาน 

ข้อ
ย่อย 

Recurrence Relation Code 

1 𝐷𝑃(𝑖, 𝑗)

=  {
𝑖 ; 𝑖 = 𝑗

𝐷𝑃(𝑖 + 1, 𝑗) + 𝐷𝑃(𝑖, 𝑗 − 1) ; 𝑖 < 𝑗
 

 
ต้องการค านวณ DP(1,n)  
เม่ือก าหนดให้มี n เป็นข้อมูลน าเข้า 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 𝐿(𝑖, 𝑗, 𝑘)

=  

{
 
 

 
 

0 ; 𝑘 = 0
∞ ; 𝑖 < 0
∞ ; 𝑗 < 0

min
𝑖−𝑤≤𝑎≤𝑖,
𝑗−𝑤≤𝑏≤𝑗

𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑘 − 1) + 𝐴[𝑖][𝑗] ; 𝑘 > 0
 

 
ต้องการค านวณ L(p, q, n)  
เม่ือก าหนดให้มี w, A[][], p, q, n เป็นข้อมูล
น าเข้า 
รับประกันว่า A[][] มีค่าเป็นบวกในทุกช่อง และมี
ค่าไม่เกิน 1,000 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. (5 คะแนน) จากโจทย์ปัญหา 0-1 Knapsack Problem จงยกตัวอย่าง Problem Instance ที่มีของ 5 ชิ้นพอดี ที่แต่ละชิ้นมีน้าหนัก
แตกต่างกันทั้งหมด และมีมูลค่าแตกต่างกันทั้งหมด พร้อมด้วยขีดจ ากัดของถุงที่ไม่เกิน 16 ที่ท าให้มีค าตอบที่ดีที่สุด ไม่น้อยกว่า 3 
ค าตอบที่แตกต่างกัน โดยให้เขียนมูลค่าและน้าหนักของของแต่ละชิ้น รวมถึงขีดจ ากัดของถุง พร้อมทั้งเขียนตาราง K[a][b] โดยให้ 
K[a][b] คือ ผลรวมที่ดีที่สุดของมูลค่าของของทีเลือกเม่ือพิจารณาเฉพาะของชิ้นที่ 1 ถึง a และขีดจ ากัดของถุงคือ b 
5.1 (2 คะแนน) เติมค าตอบในช่องว่างต่อไปนี้ 

ของชิ้นที่ 1 2 3 4 5 

มูลค่า      

น้าหนัก      

5.2 (3 คะแนน) เขียนตาราง K[a][b] ในช่องว่างด้านล่างนี้ (เติมเฉพาะค่า b ที่ไม่เกิน W ที่ตอบในข้อที่แล้ว 
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

0                  

1                  

2                  

3                  

4                  

5                  

• ส าหรับข้อท่ี 6 เป็นต้นไป เป็นการออกแบบอัลกอริทึม ในแต่ละข้อสามารถตอบโดยการอธบิาย
อัลกอริทึม โดยใช้รหสัเทียม (Pseudocode) หรือ programming language ภาษาใดท่ีเคยเรียนมาก็ได้ 
และต้องวิเคราะหป์ระสทิธภิาพในการท างานของอัลกอริทึมด้วย  

• คะแนนท่ีได้จะแปรตามประสทิธิภาพในการท างาน 

ขีดจ ากัดของถุง (W) = ________________________________ 
มูลค่าของค าตอบที่ดีที่สุด = ___________________ 
ค าตอบที่ 1 เลือกของหมายเลข = ______________________ 
ค าตอบที่ 2 เลือกของหมายเลข = ______________________ 
ค าตอบที่ 3 เลือกของหมายเลข = ______________________ 
 



 

หน้าที่ 4 เลขประจ าตัว ห้องสอบ.....................เลขที่ในใบเซน็ช่ือเขา้สอบ   

6. (10 คะแนน) หลังจากที่งานฟุตบอลประเพณีจุฬา-ธรรมศาสตร์ 2564 ถูกงดไปเนื่องจากสถานการณ์ COVID-19 เพ่ือหาผู้ชนะในปีนี้ 
จึงได้ตกลงกันว่าจะจัดการแข่งขันแบบไม่มีผู้ชม โดยให้มีการแข่งกันระหว่างจุฬา-ธรรมศาสตร์ข้ึนเป็นจ านวน 2n-1 ครั้ง โดยทีมที่
ชนะ n ครั้งได้ก่อนจะถือว่าเป็นผู้ชนะในปี 2564  

เราต้องการทราบความน่าจะเป็นที่จุฬาจะเป็นผู้ชนะในปีนี้ โดยก าหนดให้ในการแข่งกันแค่ละครั้งนั้น จุฬามีโอกาสที่จะชนะเป็น 
p  และมีโอกาสที่จะแพ้เป็น 1-p (ในการแข่งแต่ละครั้งจะไม่มีการเสมอกันเนื่องจากจะเตะลูกโทษกันจนกว่าจะรู้ผู้ชนะ) ก าหนดให้  
c(i,j) เป็นความน่าจะเป็นที่จุฬาจะชนะการแข่งขันถ้าจุฬายังต้องชนะอีก i รอบ และธรรมศาสตร์ยังต้องชนะอีก j รอบธรรมศาสตร์ถึง
จะชนะการแข่งขัน โดยสิ่งที่จะต้องค านวนคือ c(n, n) 
6.1. (1 คะแนน) จงระบุ c(0,j) เม่ือ 0 < j <= n  c(0,j) = __________________ 
6.2. (1 คะแนน) จงระบุ c(i,0) เม่ือ 0 < i <= n  c(i,0) = __________________ 
6.3. (4 คะแนน) จงระบุความสัมพันธ์เวียนบังเกิดของ c(i,j) เม่ือ 0 < i,j <= n    
 

 

 

c(i,j) =  

 

 

 

6.4. (4 คะแนน) จงออกแบบอัลกอริทึม calculate_win(n, p) ซึ่งจะต้องคืนค่า c(n,n)  พร้อมทั้งวิเคราะห์ประสิทธิภาพในการท างาน 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

หน้าที่ 5 เลขประจ าตัว ห้องสอบ.....................เลขที่ในใบเซน็ช่ือเขา้สอบ   

7. (10 คะแนน) มีหินอยู่ n ก้อน (ก ากับด้วยหมายเลข 1 ถึง n) โดยทุกก้อนมีน้าหนักเท่ากันหมดยกเว้นหินหนึ่งก้อนที่มีน้าหนักต่างจาก
หินก้อนอ่ืน (อาจจะเบากว่าหรือหนักกว่าก็ได้) เราสามารถเรียกใช้ฟังก์ชัน w(i,j) ซึ่งจะคืนผลลัพธ์เป็นน้าหนักรวมของหินหมายเลข i 
ถึงหมายเลข j มาให้ โดยการเรียก w(i,j) นั้นมีเงื่อนไขคือ 1 <= i <= j <= n 

จงออกแบบอัลกอริทึม get_special_index(n) ซึ่งจะต้องคืนค่าหมายเลขหินที่มีน้าหนักต่างไป โดยใช้จ านวนครั้งในการเรียก 
w(i,j) ให้น้อยที่สุด ในข้อนี้ รับประกันว่า n = 3k โดยที่ k เป็นจ านวนเต็มบวก พร้อมทั้งวิเคราะห์ประสิทธิภาพในการท างาน 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

หน้าที่ 6 เลขประจ าตัว ห้องสอบ.....................เลขที่ในใบเซน็ช่ือเขา้สอบ   

8. (10 คะแนน) ก าหนดให้เรามีตัวแปร x อยู่ ในตอนเริ่มต้นนั้น x มีค่าเป็น 1 เราต้องการท าให้ x มีค่าเป็นจ านวนเต็ม n อย่างไรก็ตาม สิ่ง
ที่เราสามารถกระท ากับ x ได้มีเพียง 2 อย่าง คือ 1) x = x +1 (การเพ่ิม x ด้วย 1) หรือ 2) x = x * 2 (การท าให้ x มีค่าเพ่ิมข้ึนเป็น 2 
เท่า)  
8.1. (5 คะแนน) จงออกแบบอัลกอริทึม make(n) เพ่ือท าให้ x กลายเป็น n โดยใช้จ านวนการกระท า 1) และ 2) รวมกันน้อยที่สุด  

พร้อมทั้งวิเคราะห์ประสิทธิภาพในการท างาน ในอัลกอริทึมนี้ เราต้องเรียกใช้ฟังก์ชัน increase_x() เพ่ือเพ่ิมค่า x ด้วย 1 หรือ 
เรียกใช ้double_x()  เพ่ือท าให้ x มีค่าเป็นสองเท่า 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.2. (5 คะแนน) จงให้เหตุผลว่า ท าไมอัลกอริทึมที่เสนอมาจึงใช้จ านวนการกระท าน้อยที่สุด  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

หน้าที่ 7 เลขประจ าตัว ห้องสอบ.....................เลขที่ในใบเซน็ช่ือเขา้สอบ   

9. (10 คะแนน) การแข่งขันกีฬาแบบทัวร์นาเมนต์แพ้คัดออกเป็นดังนี้ มีผู้เข้าแข่งขัน n = 2k คน 
(ก ากับด้วยหมายเลข 1 ถึง n) และจะมีการแข่งขันเป็นรอบจ านวน k รอบ (ก ากับด้วย
หมายเลข 1 ถึง k) ในรอบที่ 1 จะมีการแข่งขัน n/2 ครั้ง (ก ากับด้วยหมายเลข 1 ถึง n/2) โดย
การแข่งครั้งที ่i จะเป็นการแข่งขันของผู้เข้าแข่งขันหมายเลข 2i-1 กับหมายเลข 2i ในการ
แข่งขันแต่ละครั้งจะมีผู้แพ้และผู้ชนะ โดยผู้ชนะจะได้เข้ารอบถัดไป ในรอบที่ 2 ผู้เข้าแข่งขัน
จะเหลืออยู่ n/2 คน ซึ่งคนเหล่านี้จะท าการแข่งในรอบที่ 2 ต่อไป  

การแข่งขันในรอบที่ j (ส าหรับ 2 <= j <= k) นั้น จะมีการแข่งขัน n/(2j) ครั้ง โดยการแข่ง
ครั้งที ่i ในรอบที่ j นั้นจะเป็นการแข่งขันของผู้ชนะจากการแข่งขันครั้งที่ 2i-1 กับ ครั้งที่ 2i ใน
รอบที่ j-1 ผลการแข่งขันแบบทัวร์นาเมนต์แพ้คัดออกสามารถแสดงได้ด้วยแผนภูมิต้นไม้ โดย
ใบของต้นไม้จะระบุผู้เข้าแข่งขัน ส่วนปมภายในแทนการแข่งขันแต่ละครั้งและระบุผู้ชนะไว้ที่
ปม ผู้ชนะเลิศของทัวร์นาเมนต์จะอยู่ที่ปมรากของต้นไม้นั่นเอง รูปด้านขวานี้แสดงตัวอย่างของแผนภูมิทั้งหมดที่เป็นไปได้เม่ือ n = 2 

จงออกแบบอัลกอริทึม tournament(k)  ซึ่งจะต้องคืนค่าจ านวนรูปแบบของแผนภูมิต้นไม้แสดงผลลัพธ์การแข่งขันที่เป็นไปได้
ทั้งหมด ของผู้เข้าแข่งขัน n = 2k คน โดยที่แต่ละคนมีชื่อแตกต่างกันทั้งหมด โดยให้ถือว่าแผนภูมิสองแบบจะแตกต่างกันถ้าหากมี
อย่างน้อย 1 ปมที่มีชื่อที่ระบุไว้ในปมนั้นแตกต่างกัน  พร้อมทั้งวิเคราะห์ประสิทธิภาพในการท างาน 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. (10 คะแนน) เกม Baguenaudier เป็นของเล่นแบบหนึ่งซึ่งประกอบด้วยเชือกต่อเป็นวงจ านวน 1 วง
และห่วงโลหะจ านวน n ห่วง โดยเชือกจะร้อยอยู่กับห่วงเหล่านั้น ดังรูปด้านขวา เป้าหมายของเกม
คือการเอาวงของเชือกออกจากห่วงเหล่านั้นให้ได้ โดยในตอนเริ่มต้นเชือกจะร้อยอยู่กับห่วงทุกห่วง 

เพ่ือความสะดวก เราสามารถพิจารณาเกมนี้เป็นตัวเลขฐาน 2 จ านวน n บิตได้ โดยให้บิตที่ i มี
ค่าเป็น 1 ก็ต่อเม่ือเชือกนั้นยังร้อยอยู่กับห่วงที่ i ดังนั้น (ให้บิตขวาสุดคือบิตที่ 1) ตอนเริ่มต้น สถานะ
ของเกมสามารถระบุด้วยเลขฐานสองที่มีค่าเป็น 1 ทุกหลัก (111…1) และเป้าหมายของเกมคือท าให้
เลขฐาน 2 นี้กลายเป็น 0 ในทุกหลัก (000…0) ในการเล่นเกมนี้ เรามี “ท่า” ที่สามารถกระท ากับเชือกได้อยู่ 2 “ท่า” คือ 

A 

A B 
แบบท่ี 1 

A 

B A 
แบบท่ี 2 

B 

A B 
แบบท่ี 3 

B 

B A 
แบบท่ี 4 



 

หน้าที่ 8 เลขประจ าตัว ห้องสอบ.....................เลขที่ในใบเซน็ช่ือเขา้สอบ   

a. การสลับค่าในบิตขวาสุด (จาก 1 เป็น 0 หรือจาก 0 เป็น 1 ก็ได้) ซึ่งเราสามารถท าท่านี้เม่ือไรก็ได้ ตัวอย่างเช่น เราสามารถ
ท า 11111 ให้กลายเป็น 11110 หรือ จาก 11010 ให้กลายเป็น 11011 ได้ 

b. การสลับค่าเฉพาะบิตที่ k + 2 (จาก 1 เป็น 0 หรือจาก 0 เป็น 1 ก็ได้) โดย k คือ จ านวนเลข 0 ที่อยู่ติดกันด้านท้าย(ขวาสุด)
ของเลขฐานสอง ตัวอย่างเช่น เราสามารถท า 11100 ให้กลายเป็น 10100 ได้ หรือ จาก 001000 ให้กลายเป็น 011000 ได้ 
ขอให้สังเกตว่า ด้วยท่านี้ เราสามารถท า 11111 ให้กลายเป็น 11101 ได้เช่นเดียวกัน เนื่องจาก 11111 นั้นมี 0 อยู่ด้านท้าย
เป็นจ านวน 0 ตัวพอดี นอกจากนี้ ให้สังเกตว่า เราไม่สามารถใช้ท่านี้เพ่ือแปลง 11100 ให้เป็น 11110 ได้ หรือ 11000 
เพราะ 11100 นั้นมี 0 อยู่ด้านท้าย 2 ตัวพอดี ดังนั้น การใช้ท่านีจ้ะสลับบิตที่ 4 ได้เท่านั้น 

เราสามารถท าตามเป้าหมายของเกมนี้ได้โดยใช้ท่าเพียงสองท่านี้ ตัวอย่างเช่น สมมติให้ n = 3 เราสามารถแปลง 111 ให้
กลายเป็น 000 ได้ตามล าดับดังต่อไปนี้  111    a.–>    110    b.–>    010     a.–>    011     b.–>    001     a.–>    000     หรืออีก
ตัวอย่างหนึ่งเม่ือ n = 4 คือ 1111    b.–>    1101    a.–>    1100    b.–>    0100    a.–>    0101    b.–>    0111    a.–>    0110    
b.–>    0010    a.–>    0011    b.–>    0001    a.–>    0000 
 จงออกแบบอัลกอริทึม bag(n) ส าหรับเล่นเกมนี้ โดยเริ่มจากเลขฐานสองขนาด n bit ที่มีค่าเป็น 1 ในทุกบิต ในอัลกอริทึมนี้ เรา
ต้องเรียกใช้ฟังก์ชัน perform_a() และ perform_b() เพ่ือท าท่า a. หรือ b. พร้อมทั้งวิเคราะห์ประสิทธิภาพในการท างาน 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


