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หมายเหตุ      

1. ข้อสอบมีทั้งหมด 6 ข้อ ในกระดาษค าถามค าตอบ 3 หน้า  

2. ไม่อนุญาตให้น าต าราและเอกสารใดๆ เข้าในห้องสอบ  

3. ไม่อนุญาตให้ใช้เคร่ืองค านวณใดๆ 

4. ห้ามการหยิบยืมสิ่งใดๆ ทั้งสิ้น จากผู้สอบอ่ืนๆ เว้นแต่เจ้าหน้าที่ควบคุมการสอบจะหยิบยืมให้ 

5. ห้ามน าส่วนใดส่วนหนึ่งของข้อสอบและสมุดค าตอบออกจากห้องสอบ   

6. ผู้เข้าสอบสามารถออกจากห้องสอบได้ หลังจากผ่านการสอบไปแล้ว 45 นาที 

7. เม่ือหมดเวลาสอบ ผู้เข้าสอบต้องหยุดการเขียนใดๆ ทั้งสิ้น  

8. นิสิตกระท าผิดเก่ียวกับการสอบ ตามข้อบังคับจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย มีโทษ คือ พ้นสภาพการเป็นนิสิต หรือ ได้รับ 

สัญลักษณ์ F ในรายวิชาท่ีกระท าผิด และอาจพิจารณาให้ถอนรายวิชาอ่ืนท้ังหมดท่ีลงทะเบียนไว้ในภาคการศึกษาน้ี 

  

 

* ร่วมรณรงค์การไม่กระท าผิดและไม่ทุจริตการสอบท่ีคณะวิศวกรรมศาสตร์ * 

                    ข้าพเจ้ายอมรับในข้อก าหนดท่ีกล่าวมาน้ี ข้าพเจ้าเป็นผู้ท าข้อสอบน้ีด้วยตนเองโดยมิได้รับการช่วยเหลือ หรือให้ความ

ช่วยเหลือ ในการท าข้อสอบน้ี       

 

             ลงชื่อนิสิต.............................................................. 

             วันที่........................................................................ 

 
 
 
  

• ให้ปฏิบัติตามกฎต่าง ๆ ตามท่ีได้เขียนไว้ในเอกสาร “อธิบายการสอบ Final” 
• ใช้ดินสอเขียนค าตอบได้ 
• ให้ส่งค าตอบในระบบ MCV 

o หากใช้วิธีเขียนค าตอบลงกระดาษ สามารถส่งค าตอบได้เฉพาะช่วงเวลา 
7 นาทีสดุท้ายของการสอบ 

o หากใช้วิธีพิมพ์ค าตอบ หรือ เขียนลง อุปกรณ์ท่ีใชใ้นการสอบ สามารถส่ง
ค าตอบได้ตลอดเวลา 

o การตรวจจะนับเฉพาะ submission สุดท้ายท่ีตรงตามเงื่อนไขข้างต้น
เท่าน้ัน 



1. (10 คะแนน) จงอธิบายแนวคิดและหลักการท างานของ Topological Sort พร้อมยกตัวอย่างการใช้งานที่เหมาะสม โดย
ค าตอบต้องมีความยาวไม่น้อยกว่า คร่ึงหน้า และ ยาว “ไมค่วร” เกินหน่ึงหน้า เมื่อใช้ตัวอักษรขนาดใกล้เคียงกับขนาดใน
ข้อสอบน้ี  

2. (10 คะแนน) ณ ประเทศแห่งหน่ึงซึ่งประกอบด้วยเมอืง N เมือง แทนด้วยตัวเลขจ านวนเต็ม 1 ถึง N โดยปัญหาข้อน้ีจะให้
นิสิตช่วยออกแบบอัลกอรทิึมในการกระจายวคัซีนจากเมอืงหลวงไปยงัเมอืงอ่ืนๆ ทุกๆเมืองโดยให้เวลาที่ใช้ในการ
กระจายวคัซีนไปยงัเมอืงต่างๆน้อยสดุเทา่ที่เป็นไปได้ โดยมีข้อก าหนดดงันี้ 
1. วัคซีนจะถูกส่งมาจากต่างประเทศมาที่เมอืงหลวงเป็นรอบๆ 
2. วัคซีนที่ถูกส่งมาแต่ละรอบมปีริมาณไม่มาก จึงท าให้วัคซนีทั้งหมดในแต่ละรอบสามารถบรรจุในรถบรรทุกคันเดยีว

ได้เสมอ 
3. ประเทศนี้มีรถบรรทุกส าหรบัส่งวัคซีนอยู่ N-1 คัน โดยนิสติสามารถเลือกได้ว่าจะให้แตล่ะคันจอดอยูท่ี่เมอืงไหนบ้าง 

โดยสามารถมีรถบรรทุกหลายๆคันจอดอยู่เมอืงเดียวกันได้ 
4. ระบุให้ถนนทางเดียวที่เชื่อมจากเมอืง a ไปเมอืง b ตอ้งใช้เวลาในการเดินทาง T(a,b) > 0 ช่ัวโมง โดยถ้าหากไมม่ีถนน

ทางเดียวเช่ือมจากเมอืง a ไปเมอืง b แล้ว T(a,b) จะมีคา่เป็น ∞ 
5. เราสามารถย้ายวัคซีนบางส่วนหรือทั้งหมดจากรถบรรทุกคันหน่ึงไปยังอีกคันหน่ึงได้รวดเร็วมากจนถือว่าไม่ต้องใช้

เวลาเลย 
6. เมื่อวัคซีนมาถงึเมอืงหลวงแลว้ จะต้องท าการกระจายไปยังทุกๆ เมอืงโดยปริมาณที่แต่ละเมอืงจะต้องไดรั้บน้ันข้ึนกับ

สภาวะการระบาด ณ เวลาน้ันๆ (แต่อยา่งไรก็ดจีะตอ้งกระจายไปยังทุกๆเมอืงแน่ๆ) โดยนิสิตไม่จ าเป็นตอ้งน าเอา
สัดส่วนการกระจายมาพจิารณาแต่อยา่งใด 

7. แผนการกระจายวคัซีนจะตอ้งท าให้วัคซีนมาถึงยังเมอืงตา่งๆแต่ละเมอืงเร็วที่สดุเทา่ที่เป็นไปได้ (ตอ้ง Optimal) 
8. เมื่อรถบรรทุกขนวัคซีนจากเมืองหน่ึงไปยังอีกเมอืงหน่ึง (หรือหลายๆเมอืง) แล้วสุดทา้ยจะตอ้งเดินทางกลับไปยงั

เมืองที่รถบรรทุกน้ีประจ าอยู ่เพื่อรอการกระจายในรอบถดัไป  
9. หากมีหลายแผนที่จะท าการกระจายที่ใช้เวลาน้อยที่สุด ให้เลือกแผนที่ท าให้ผลรวมของเวลาที่รถบรรทุกแต่ละคัน

จะต้องว่ิงน้อยที่สุดเท่าที่ได้ (ไม่จ าเป็นต้อง Optimal ก็ไดแ้ต่ไม่ควรเกินจ าเป็น)  

 
จากข้อก าหนดเหลา่นี้ให้นิสิต อธิบายแนวคิดในการแกป้ัญหาน้ี โดยค าอธิบายจะต้องสามารถตอบค าถามดังตอ่ไปน้ีได้ดีและ
ครบถ้วนจึงจะไดค้ะแนนเต็ม 

1. จะให้รถบรรทุกแต่ละคันจอดที่เมอืงใด 
2. เมื่อวัคซีนมาถงึเมอืงหลวงแลว้จะบรรจุวัคซีนให้คันไหนบ้าง 
3. จะให้รถบรรทุกแต่ละคันว่ิงอย่างไร 
4. จะขนย้ายวคัซีน (บางส่วนหรือทั้งหมด) จากคันไหนไปคนัไหนตอนไหนบ้าง 
5. จะขนวัคซีน (บางส่วนหรือทั้งหมด) จากรถบรรทุกให้แก่เจ้าหน้าที่ในแต่ละเมอืงตอนไหน  

 

3. (10 คะแนน) ก าหนดให้กราฟสามเหลีย่มความสงู n ช้ันเป็นกราฟมีน้าหนัก
แบบมีทิศทาง (weighted directed graph) ที่มีปม n(n+1)/2 ปม โดยปม
เหล่าน้ีจะถูกแบ่งเป็นช้ัน ๆ ต้ังแต่ช้ันหมายเลข 1 ถงึช้ันหมายเลข n และ ที่ช้ัน
หมายเลข i ใด ๆ จะมีปมอยู่ i ปมพอดี ในช้ันแต่ละช้ันปมจะเรียงจากซา้ยไป
ขวา ดังน้ันเราสามารถระบุปมแต่ละปมได้ด้วยหมายเลขช้ันและล าดับ (ให้ปม
ซ้ายสดุในช้ัน i เป็นปมล าดับที่ 1 และ ปมขวาสุดเป็นปมล าดับที่ i) ปมแต่ละ
ปมในช้ันที่ 1 ถงึช้ันที่ n-1 จะมีเส้นเชื่อมแบบมทีิศทางปมละ 2 เส้นพอดี โดย
ปมในช้ันที่ a ล าดบัที่ b จะมีเส้นเช่ือมไปยังปมช้ันที่ a+1 ล าดับที่ b และปมช้ัน
ที่ a+1 ล าดับที่ b+1 และก าหนดให้ e[a][b][c] เป็นน้าหนักของเส้นเชื่อมจาก
ปมในช้ันที่ a ล าดบัที่ b ไปยังปมในช้ันที่ a+1 ล าดับที่ c รูปด้านขวานี้แสดง
กราฟสามเหลี่ยมความสูง 4  

เราต้องการเลือกเส้นเช่ือมบางเส้นจากกราฟน้ีที่ท าให้มีเสน้ทางจากปมช้ันที่ 1 ล าดับที่ 1 ไปยังทุก ๆ ปมในกราฟน้ี โดยให้
ผลรวมของน้าหนักของเส้นเช่ือมที่เลอืกมีคา่น้อยที่สุด จงออกแบบอัลกอรทิึมส าหรับการแก้ปัญหานี้ 



4. (10 คะแนน) ปัญหา “พบกันกลางทาง” เป็นดังนี้ มีเมืองอยู ่n เมอืง (แต่ละเมอืงก ากบัดว้ยหมายเลข 1 ถงึ n) เมอืงแต่ละ
เมืองมีชุมทางรถทัวรอ์ยู่ ซึง่เราสามารถเดินทางด้วยรถทัวร์น้ีไปยังบางเมืองได้ ให้ e[a] เป็นรายการของเมืองปลายทางที่
เราสามารถเดินทางไปจากเมอืง a ได้  ก าหนดใหร้ถทัวร์น้ันออกว่ิงตอนกลางคืน และไปถึงปลายทางตอนเช้า ดงัน้ัน คน
แต่ละคนสามารถเดินทางด้วยรถทัวร์ได้ “ไมเ่กิน” 1 คร้ังต่อ 1 วัน (กล่าวคือ ในวันน้ันสามารถข้ึนรถทัวร์จากเมอืงที่ตัวเอง
อยู่ ไปยังเมอืงปลายทางที่ไปได้จากชุมทางรถทัวร์ของเมอืงน้ันเท่าน้ัน แต่การเดินทางน้ันจะเปลี่ยนวันเป็นวันรุ่งข้ึน 
แน่นอนว่าคนน้ันจะเลือกอยูก่ับที่โดยไม่เดินทางก็ได้) เรามีคนอยู่ 3 คน อยู ่ณ เมอืง t1, t2 และ t3 (ซึง่เป็นไปไดท้ี่จะมี
มากกว่า 1 คนอยู่ในเมืองเดียวกัน) คนทั้งสามคนน้ีเป็นเพื่อนกัน และต้องการมาเจอกัน ณ เมอืงใดสักเมอืงหน่ึง จง
ออกแบบอัลกอรทิึมเพื่อตอบค าถามต่อไปน้ี 

4.1. ต้องใช้เวลาน้อยสุดก่ีวันที่ทั้งสามคนจะสามารถเดินทางมาเจอกันได้? (ตัวอย่างเช่นสมมติให้ t1=t2=t3 ค าตอบของ
ข้อน้ีจะเป็น 0 แต่ถ้า t1=t2 ในขณะที่เมอืง t3 มีรถทัวร์ไปเมือง t2 ค าตอบจะเป็น 1) 

4.2. เส้นทางในการเดินทาง (หรอืการอยู่เฉย ๆ) ของแต่ละคนเพื่อที่จะได้มาเจอกันในระยะเวลาในข้อ 4.1 คอืเส้นทาง
ใด? ให้ตอบเป็นล าดับของเมอืงที่แต่ละคนจะต้องเดินทางตามล าดับ (หากอยู่น่ิง ๆ ไม่เดินทางไปไหนให้ระบุเมือง
เดิมซ้า เช่น [1,4,2,2,3] แปลว่า เดินทางจาก1 ไป 4 แล้วไป 2 แล้วหยุดที่ 2 หน่ึงวัน แลว้ค่อยไป 3) 

5. (10 คะแนน) ปัญหาก าหนดคนให้กับงานเป็นดังนี ้เรามีคนอยู่ n คน (ก ากับด้วยหมายเลข 0 ถงึ n-1) และมงีานอยู่ n ช้ิน 
(ก ากับด้วยหมายเลข 0 ถึง n-1 เช่นกัน) ก าหนดใหใ้ห ้cost[a][b] คอืคา่จ้างคน a มาท างาน b เราต้องการให้งานทุกช้ินท า
เสร็จ นอกจากน้ี ก าหนดให้คนแต่ละคนจะตอ้งท างาน 1 ช้ินพอด ี(กลา่วคอื ทุกคนมีงานท า และไม่มีใครต้องท างาน
มากกว่า 1 ช้ิน) ดังน้ันเราจึงต้องเลือกว่างานช้ินใดจะจ้างให้ใครท า เราต้องการใหผ้ลรวมของคา่จ้างน้อยที่สดุ จงออกแบบ
อัลกอริทมึแบบ State Space Search เพื่อแก้ปัญหานี้ และให้ตอบค าตอบตอ่ไปน้ี  

5.1. ก าหนดให ้work[i] ระบุว่างานช้ินที่ i น้ันท าโดยใคร (เช่น work[5] = 3 หมายความวา่ งานหมายเลข 5 ท าโดยคน
หมายเลข 3) จงเขียนฟงัก์ชัน check(n, cost, work, k) ซึ่งจะคืนค่า True ก็ต่อเมื่อการระบุงานที่ท าถูกต้องตามกฎ 
และ ผลรวมของค่าจ้างทั้งหมดไม่เกิน k (สามารถเขียนดว้ยภาษา c++ หรือ python หรือ pseudo-code ก็ได้) 

5.2. หากอัลกอรทิึมที่ออกแบบมา เป็นแบบ Branch & Bound จงระบุวิธีการค านวณ Bound และ วิธีการใช้งาน Bound 
ดังกล่าวให้ชัดเจน 

6. (10 คะแนน) ข้อน้ีเป็นการออกแบบวิธีการลดรูปปญัหาการตัดสินใจ (decision problem) 

• ก าหนดให้ปัญหา P เป็นปญัหาการตัดสินใจ (decision problem) ที่ม ีinput เป็น อาเรย์ a, อาเรย์ b และค่า c 
โดย P คือการถามว่า มีจ านวนของตัวเลขที่เป็นจ านวนเตม็บวกใน a มากกว่า จ านวนของตัวเลขที่เป็นจ านวน
เต็มบวกใน b ไมเ่กิน c ตัวหรือไม ่

• ก าหนดให้ปัญหา Q เป็นปญัหาการตัดสินใจ (decision problem) ที่ม ีinput เป็น อาเรย์ a, อาเรย์ b และค่า c 
และให้ sum(x) คือ ผลรวมของจ านวนใด ๆ ใน อาเรย ์x ที่มีค่าต้ังแต่ 1 ถึง 2 ปญัหา Q คือการถามวา่ sum(a) – 
sum(b) น้ันไม่เกิน c หรือไม ่ 

• ส าหรับปัญหา P และ Q ข้างต้นน้ัน ก าหนดใหข้้อมูลใน a และ b เป็นอาเรยข์องจ านวนเต็มเทา่น้ัน และให ้c เป็น
จ านวนเต็มเช่นกัน 

• จงแสดงว่าเราสามารถลดรูปปัญหา P ไปเป็น Q ได ้และสามารถลดรูปปญัหา Q ไปเปน็ P ได้เช่นกัน ในการลด
รูปน้ัน จ าเป็นที่จะต้องใช้ค าตอบจากปญัหาที่ลดรูปไปหามาใช้เป็นส่วนหน่ึงของการค านวณค าตอบของปญัหา
ต้ังต้นด้วย 


