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หมายเหตุ   

1. ข้อสอบมีท้ังหมด 9 ข้อในกระดาษค าถามค าตอบ รวม จ านวน 8 หน้า     คะแนนเต็ม 92 คะแนน 
2. ไม่อนุญาตให้น าต าราและเครื่องค านวณต่างๆ ใดๆ เข้าห้องสอบ 
3. ควรเขียนตอบด้วยลายมือท่ีอ่านง่ายและชัดเจน 
4. ห้ามการหยิบยืมสิ่งใดๆ ท้ังสิ้น จากผู้สอบอื่นๆ เว้นแต่ผู้คุมสอบจะหยิบยืมให้ 
5. ห้ามน าส่วนใดส่วนหน่ึงของข้อสอบออกจากห้องสอบ  ข้อสอบเป็นทรัพย์สินของราชการซึ่งผู้ลักพาอาจมีโทษทางคดีอาญา 
6. ผู้เข้าสอบสามารถออกจากห้องสองได้ หลังจากผ่านการสอบไปแล้ว 45 นาที  
7. เมื่อหมดเวลาสอบ ผู้เข้าสอบต้องหยุดการเขียนใดๆ ท้ังสิ้น  
8. นิสิตกระท ำผิดเกี่ยวกับกำรสอบ ตำมข้อบังคับจุฬำลงกรณ์มหำวิทยำลัย มีโทษ คือ ได้รับ สัญลักษณ์ F ในรำยวิชำที่ทุจริต และพัก

กำรศึกษำอย่ำงน้อย 1 ภำคกำรศึกษำ 
ห้ำมนิสิตพกโทรศัพท์หรืออุปกรณ์สื่อสำรไว้กับตัวระหว่ำงสอบ หำกตรวจพบจะถือว่ำนิสิตกระท ำผิดเกี่ยวกับกำรสอบ ให้ได้รับ F และอำจะ
พิจำรณำสั่งพักกำรศึกษำ **  

ข้าพเจ้ายอมรับในข้อก าหนดท่ีกล่าวมาน้ี ข้าพเจ้าเป็นผู้ท าข้อสอบน้ีด้วยตนเองโดยมิได้รับการช่วยเหลือ หรือให้ความช่วยเหลือในการท า

ข้อสอบน้ี 

ลงช่ือนิสิต ……………………………………………..…..……. 

วันท่ี………………………………………………………..…..……. 

1. (18 คะแนน) จงระบุว่า ข้อย่อยต่อไปนี้ข้อใดจริง ข้อใดเท็จ (ไมต่้องอธิบายที่มาของค าตอบ เขียนตอบแค่ T หรือ F ค าตอบท่ีถูกต้อง
จะได ้1 คะแนน ค าตอบท่ีผิดจะตดิลบ 0.5 คะแนน คะแนนตดิลบในข้อน้ีจะไมส่่งผลกระทบไปยังข้ออ่ืน) 

1) …… อัลกอริทึมของ Floyd-Warshall อาศัย recurrence dij(k) = min( dij(k–1),  dik(k–1)+dkj(k–1) )   

2) …… เราหา maximum spanning tree ของกราฟ G ได้ง่าย ๆ ด้วยการสร้างกราฟ H ที่เหมือน G แต่เส้นเช่ือมของ H มี
น้ าหนักเป็นค่าตดิลบของน้ าหนักเส้นเช่ือมใน G  จะได้ว่า minimum spanning tree ของ H (ที่หาด้วย อัลกอริทึม 
Prim) ก็เป็น maximum spanning tree ของ G เช่นกัน 

3) …… ให้ G เป็น directed acyclic graph  เราหา longest path ใน G ได้ง่าย ๆ ด้วยการสร้างกราฟ H ที่เหมือน G แต่เส้น
เชื่อมของ H มีน้ าหนักเป็นค่าตดิลบของน้ าหนักเส้นเช่ือมใน G จะไดว้่า shortest path ของ H (ที่หาด้วยอัลกอริทึมของ 
Dijkstra) ก็เป็น longest path ของ G เช่นกัน 

4) …… ให้ G เป็น dense graph ซึ่งคือกราฟท่ีมีจ านวนเส้นเช่ือม e = ( v2 )  การหา minimum spanning tree ด้วย
อัลกอริทึมของ Prim กับ Kruskal จะมี time complexity เท่ากัน ไม่ว่าจะเลือกใช้โครงสร้างข้อมลูแบบใดก็ตาม 

5) …… เป็นไดไ้หม ที่ directed graph G ที่มี v ปม เป็น weakly connected graph แต่มี v – 1 strongly connected 
components 

6) …… โดยปกตเิรานยิามให้ความยาวของ path หนึ่งคือผลรวมของ edge ทุกเส้นใน path นั้น  ถ้าขอเปลี่ยนนิยามให้ความยาว
ของ path หนึ่งเป็น ผลคูณของ edge ทุกเส้นใน path นั้น  อยากทราบว่า ถ้าไมม่ีเส้นเช่ือมใดที่ความยาวเป็นลบ จะใช้
อัลกอริทึม Dijkstra หา shortest path (ด้วยนิยามความยาวแบบผลคูณ) ได้หรือไม่ 

7) …… โดยปกตเิรานยิามให้ความยาวของ path หนึ่งคือผลรวมของ edge ทุกเส้นใน path นั้น  ถ้าขอเปลี่ยนนิยามให้ความยาว
ของ path หนึ่งเป็น ผลคูณของ edge ทุกเส้นใน path นั้น  อยากทราบว่า จะใช้อัลกอริทึม Bellman-Ford หา 
shortest path (ด้วยนิยามความยาวแบบผลคูณ) ได้หรือไม ่
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8) …… กราฟท่ีมี  topological sort แค่แบบเดียว เป็นกราฟท่ีหา shortest path ระหว่างปมใด ๆ ได้ใน O(v) 

9) …… การเพิ่มความยาวให้กับเส้นเช่ือมทุกเส้นในกราฟด้วยคา่คงตัว K  ไม่ได้ท าให้ shortest path ในกราฟเปลี่ยน 

10) …… ให้ G เป็น directed graph ขนาด 10,000 ปม ท่ีมี 1 strongly connected component และทกุ vertex มี in-
degree = 1 และ out-degree = 1   จะได้ว่าหน่วยความจ าที่ใช้เพื่อท า depth-first search มีปริมาณน้อยกว่าเมื่อท า 
breadth-first search กับกราฟ G 

11) …… การท า depth-first search กับกราฟ G ที่มี v ปม e เส้น ที่แทนด้วย adjacency matrix ใช้เวลา O(v2) 

12) …… หลังจากอัลกอริทมึของ Ford-Fulkerson หยุดท างานแล้ว เราสามารถหาปริมาณ max-flow ได้ง่าย ๆ ด้วยการรวม flow 
ของเส้นเช่ือมทุกเส้นท่ีพุ่งออกจากปม source ของ network 

13) …… หลังจากอัลกอริทมึของ Ford-Fulkerson หยุดท างานแล้ว เราสามารถหาปริมาณ min-cut ได้ง่าย ๆ ด้วยการรวม flow 
ของเส้นเช่ือมทุกเส้นท่ีพุ่งเข้าหาปม sink ของ network 

14) …… การทดสอบว่ากราฟ G เป็น directed acyclic graph หรือไม่ ท าไดใ้นเวลา O(v+e) ด้วย depth-first search ดังนั้น 
ปัญหาการทดสอบว่ากราฟ G เป็น directed acyclic graph หรือไม่ จึงไม่จัดอยู่ในกลุ่ม NP 

15) …… เราเรียก decision-problem  q ว่า เป็น NP-complete ก็ต่อเมื่อทุก ๆ ปัญหาใน NP สามารถลดรปู (reduce) ไปเป็น
ปัญหา q ได ้

16) …… ทุกปัญหาใน P มีอัลกอริทึมหาค าตอบได้ใน polynomial time ดังนั้น ปัญหาใน P จึงมีความง่ายเท่ากันหมด 

17) …… ปัญหาใน NP ที่ไม่อยู่ใน P ก็ต้องเป็น NP-complete 

18) …… หากมีวิธี reduce (ในเวลา polynomial) ปัญหา S ไปเป็นปญัหา q  สรุปได้ว่า ปัญหา S ไม่ง่ายกว่าปญัหา q 

2. (4 คะแนน) จงเขียนล าดับของช่ือเส้นเช่ือมที่ถูกเลือกให้เป็นส่วนหน่ึงของ minimum spanning tree ด้วยการใช้ Kruskal's 
algorithm กับกราฟข้างล่างนี้  (ไม่ต้องแสดงวิธีท า) 

 

………………………………………………………………………………………………… 

3. ตอบค าถามต่อไปนี้ โดยบรรยายการท างานของอัลกอริทึมอย่างกระชับได้ใจความ สามารถใช้อัลกอริทมึที่น าเสนอในวิชานี้ไดเ้ลย 
1) (5 คะแนน)  G เป็น connected undirected graph  ในรูปของ adjacency matrix  จงบรรยายอัลกอริทึมที่ใช้เวลาที่มี

ประสิทธิภาพดีสดุ ๆ  เพื่อหาว่า มี edge ใน G ไหม ที่เมื่อลบออกแล้ว G ยังคง connected   
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2) (5 คะแนน)  จงบรรยายอัลกอริทมึที่หา spanning tree สักหนึ่งตน้ (ไม่จ าเป็นต้อง minimal) ของ undirected graph G ใน
เวลาเชิง asymptotic ที่เร็วสุด ๆ 

 

 

 

 

3) (5 คะแนน) จงบรรยายขั้นตอนการหา shortest path ระหว่างคู่ปมที่ก าหนดให้ของกราฟ G ที่เส้นเช่ือมทุกเส้นยาวเท่ากัน
หมดในเวลาเชิง asymptotic ที่เรว็สุด ๆ 

 

 

 

 

4. (5 คะแนน) จงแสดงวิธีการเปลีย่นปัญหาข้างล่างนี้ให้เป็นปญัหา max flows ยกตัวอย่างการแปลงประกอบด้วย (โดยใช้ตัวอย่างของ

รูปที่แสดง) จงหาวิธีการวาง "เรือ" ที่ไม่ "กินกัน" ให้ได้จ านวนมากสดุ ในช่องต่าง ๆ ของตารางขนาด r  c (แถวแนวนอน r แถว, 
แถวแนวตั้ง c แถว) โดยตารางนี้มบีางช่องที่ก าหนดให้ห้ามวางเรือ  (หมายเหตุ เรือในหมากรุก มีการเดินและกินยาวได้ในแนวตั้ง-
แนวนอน  ดังนั้นจึงห้ามวางเรือมากกว่าหนึ่งตัวในแถวแนวนอน หรือแถวแนวตั้งเดียวกัน)  ดังสองตัวอย่างข้างล่างนี้ ช่องสีด าคือช่อง
ที่ห้ามวางเรือ 
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5. (10 คะแนน) จงแสดงให้เห็นจริงว่า ปัญหาต่อไปนี้ อยู่ในกลุ่ม NP 
1) "กราฟ G มี spanning tree ที่ผลรวมของน้ าหนักของเส้นเช่ือมไม่เกนิ K หรือไม ่?" 

 

 

 

 

 

 

2) "กราฟ G มี clique ขนาดไม่น้อยกว่า K หรือไม่ ?" 

(เราจะเรียกกราฟย่อยใดของกราฟ G ว่าเป็น clique ถ้ากราฟย่อยนั้นเป็น complete subgraph คือมีเส้นเช่ือมระหว่างทุกคู่

ปมในกราฟย่อยนั้น   ขนาดของ clique ก็คือจ านวนปมของ clique นั้น) 

 

 

 

 

6. (5 คะแนน) เราจะเรียกกราฟย่อยใดของกราฟ G ว่าเป็น clique ถ้ากราฟย่อยนั้นเป็น complete subgraph (คือมีเส้นเช่ือม
ระหว่างทุกคู่ปมในกราฟย่อยนั้น)  จงเขียน pseudo-code ของอัลกอริทึมท่ีใช้ state space search แบบ depth-first เพื่อหาว่า
กราฟ G มี clique ที่ใหญ่สุดขนาดเท่าใด (ขนาดของ clique คือจ านวนปมใน clique) ให้รับกราฟ G ในรูปของ adjacency matrix  
(depth-first search ธรรมดา ไมต่้องมี backtrack ไม่ต้อง branch & bound) 
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7. ข้อนี้เราจะพิจารณาปัญหาช่ือว่า Minimum Set Cover ซึ่งนิยามได้ดังต่อไปนี้ ก าหนดให้ม ีset 𝑈 =  {1, 2, … , 𝑁} และม ี

subset จ านวน m subsets คือ 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑚 โดยที่ 𝑠𝑖 ⊆ 𝑈 เราต้องการเลือก subset เหล่านี้มาสักชุดหนึ่ง (ก าหนดใหต้ัวที่

เลือกคือ 𝑠𝑐1, 𝑠𝑐2, … , 𝑠𝑐𝑘 ) โดยมีข้อบังคับคือ 𝑠𝑐1 ∪ 𝑠𝑐2 ∪ … ∪ 𝑠𝑐𝑘 จะตอ้งเท่ากับ 𝑈 แน่นอนว่าเราสามารถเลือก subset 

ดังกล่าวได้ง่าย ๆ โดยการเลือก 𝑠𝑖 ทุกตัว แต่โจทย์ข้อนี้มีการก าหนดเพิ่มเติมคือ การเลือก 𝑠𝑖  นั้นจะต้องเสีย cost 𝑝𝑖 (𝑝𝑖 > 0 

เสมอ) ดังนั้น เราต้องการเลือก  𝑠𝑐1, 𝑠𝑐2, … , 𝑠𝑐𝑘  ที่ท าให ้𝑝𝑐1 + 𝑝𝑐2 + ⋯ + 𝑝𝑐𝑘 นั้นมีค่าน้อยท่ีสุด จงตอบค าถามต่อไปนี ้

1) (5 คะแนน) จงพิสูจน์ว่า Minimum Set Cover เป็น NP-Complete โดยให้ Reduce ปัญหา minimum vertex cover 

ให้เป็นปัญหา Minimum Set Cover ก าหนดให้ปัญหา minimum vertex cover เป็นดังนี้ มี Graph G = (V,E) โดยที่

ปม 𝑣𝑖 นั้นก ากับด้วยน้ าหนัก 𝑤𝑖  เราต้องการหา 𝑉′ ⊆ 𝑉 ทีท่ าให้เส้นเช่ือมท้ังหมดของ G นั้นตกกระทบกับอย่างน้อย

ปมใดปมหนึ่งใน 𝑉′ และท าให้น้ าหนกัรวมของปมใน 𝑉′ มีค่าน้อยท่ีสุด 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) (5 คะแนน) จงออกแบบ State Space Search algorithm แบบ DFS ที่ไม่ใช้ backtracking หรือ branch & bound ใด 

ๆ ส าหรับปัญหา Minimum Set Cover โดยใหร้ะบ ุstate ที่ใช้ และวิเคราะห์ประสิทธิภาพในการท างาน พร้อมกับ

ยกตัวอย่าง 1 ตัวอย่างของ minimum set cover ที่มีค่า m ไม่น้อยกว่า 3 และเขียน state space tree ประกอบ 
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3) (5 คะแนน) ถ้าต้องการใช้เทคนิค Backtracking และ/หรือ Branch & Bound จงระบุรายละเอยีดของวิธีการดังกล่าว ว่า

ใช้อะไรเป็นข้อจ ากัดในการ backtracking และ/หรือ ยกตัวอย่าง bounding function ที่ใช้ พร้อมทั้งยกตัวอย่างประกอบ

ให้เห็นภาพ (อย่าลมืว่า 𝑝𝑖 > 0 เสมอ) พร้อมท้ังระบุประสิทธิภาพเชิงเวลาของ bounding function มาด้วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. (10 คะแนน) ให้คุณเป็นผู้คุมเหมืองเพชรแห่งหนึ่งโดยเหมืองนี้จะมีอุโมงค์อยู่ N อุโมงค์ท่ีจะสามารถเข้าไปขุดเพชรออกมาได้ คณุมี

คนงานอยู่ M (1<=M<=10N) คน โดยที่แตล่ะคนจะสามารถเข้าไปในอุโมงค์เพียงหน่ึงอันเพื่อท าการขดุเพชรขึ้นมา และเพื่อความ

ปลอดภัยแต่ละอุโมงค์นั้นจะมีคนงานเข้าไปขุดไดไ้ม่เกิน 10 คน เพื่อการวางแผนการแบ่งคนงานท่ีดี คณุจึงได้ใช้เครื่อง DMPS 

(Diamond Mine Positioning System) ในการวัดมูลคา่ของเพชรที่มีในอยู่ในแต่ละอุโมงค์ โดยเครื่อง DMPS นี้ได้ค านวณ Array 2 

มิติ ของตัวเลข V[i][j] (1<=i<N, 1<=j<=10) ให้คุณโดย V[i][j] ระบมุูลค่าเพชรที่จะขุดได้ในอุโมงค์ที่ i หากใช้คนงาน j คนขุดใน

อุโมงค์ท่ี i โดยที่ V[i][j] นั้นมีคุณสมบัติดังนี ้V[i][k] >= V[i][k-1] (2 <= k <= 10) เนื่องจากยิ่งคนงานมากก็ยิ่งไดเ้พชรมาก และ 

V[i][l]- V[i][l-1] >= V[i][l+1]-V[i][l] (2<=l<=9) เนื่องจากกฎผลติภาพหน่วยท้ายสุดลดลง (Law of diminishing return) 

งานของคุณคือออกแบบอัลกอริทึมที่มีประสิทธิภาพดีทีสุ่ดเพื่อจะหาว่าจะให้คนงานเข้าไปในอุโมงค์แตล่ะอุโมงค์กี่คน เพื่อใหผ้ลรวม
ของมูลค่าเพชรที่ขุดได้สูงสุดเท่าท่ีจะท าได ้

ตัวอย่าง มีอุโมงค์ 3 อุโมงค์ คนงาน 6 คน 

อุโมงค ์ 1 คน 2 คน 3 คน 4 คน 5 คน 6 คน 7 คน 8 คน 9 คน 10 คน 

1 100 180 250 300 330 350 350 350 350 350 

2 120 230 330 400 450 500 540 570 600 620 

3 200 300 320 330 330 330 330 330 330 330 

วิธีที่ดีท่ีสุดคือให้คนงาน 1 คนขุดเพชรในอุโมงค์ที่ 1,  คนงาน 3 คนขุดเพชรในอุโมงค์ที่ 2,  คนงาน 2 คนขุดเพชรในอุโมงค์ที่ 3 โดย
มูลค่ารวมคือ 100 + 330 + 300 = 730  
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9. (10 คะแนน) ในข้อนี้ให้ถือว่าคุณมฟีังก์ช่ัน float shortestPath(int n, int s, int t, vector<Edge>& e) ซึ่งสามารถเรียกใช้ไดเ้ลย 

ฟังก์ชันนีค้ืนค่าความยาวของ shortest path จาก ปม s ไป ปม t ของกราฟมีน้ าหนักระบุทิศทางที่ม ีn ปมที่มีเส้นเช่ือม 

e[0]..e[e.size()-1] โดยนิยามของ Edge คือ 

class Edge{ 
public: 
 int i; //ปมตน้ทาง 
 int j; //ปมปลายทาง 
 float w; //ระยะทาง โดยที่ w >= 0 เสมอ 
}; 

ปัญหาที่คุณต้องแก้ในข้อน้ีคือคุณจะต้องเขียนฟังก์ช่ัน 
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float shortestPathDiv2Twice(int m, int a, int b, vector<Edge>& f) 

เพื่อหาระยะทางที่สั้นสดุจากปม a ไปยังปม b โดยเดินผ่านเส้นเช่ือมต่างๆที่ระบุใน f โดยที่คุณสามารถที่จะสามารถลดระยะทาง เส้น
เชื่อมใดๆก็ได้ 2 เส้นลงครึ่งหนึ่ง  

ตัวอย่ำง 

 
shortestPathDiv2Twice(6,0,3,f)  เมื่อ f เก็บเส้นในกราฟระบุทิศทางข้างบนเอาไว้ จะต้องคืนค่า 9 ออกมา (โดยเดินจาก 0->4-
>5->3 และใช้การลดระยะครึ่งหนึ่งที่เส้น 0->4 และ 5->3 ท าให้ระยะรวมคือ 4+1+4 = 9) 

จงเขียน code เพื่อเรียกใช้ฟังก์ช่ัน shortestPath (ด้วยกราฟอ่ืนท่ีสร้างจาก input) เพื่อให้ค านวณคา่ shortestPathDiv2Twice 
ให้ถูกต้องในช่องว่างข้างล่างนี้ 
float shortestPathDiv2Twice(int m, int a, int b, vector<Edge>& f) { 

         int n,s,t; 

         vector<Edge> e; 

         // เขยีน code ตรงนี้ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         return shortestPath(n,s,t,e); 

} 


